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Abstract
We prove that an holomorphic function defined in the neighborhood of an algebraic knot
f−1(0) ∩ S(0, ε) in dimension  3, can be extended along the hypersurface f−1(0) ∩ B(0, ε). As
an application we give a new proof of the Malgrange’s singular Frobenius theorem.
 2003 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.
Résumé
On démontre qu’une fonction holomorphe au voisinage d’un noeud algébrique f−1(0)∩S(0, ε) en
dimension  3, s’étend le long de l’hypersurface f−1(0)∩B(0, ε). Nous en déduirons une nouvelle
preuve du théorème de Frobenius singulier, tout du moins en dimension  4.
 2003 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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Pour étendre globalement des objets holomorphes ou méromorphes définis au voisinage
d’une intersection complète nous avons utilisé dans [1] le résultat suivant que l’on peut
déduire d’arguments de [9] :
Théorème 1. Soient M une variété complexe k complète, k  2 et K ⊂M un compact. Si
ω est une -forme méromorphe (respectivement holomorphe) définie sur M −K , alors ω
s’étend méromorphiquement (resp. holomorphiquement) à M tout entier.
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216 D. Cerveau / Bull. Sci. math. 127 (2003) 215–221Il s’agit d’une généralisation naturelle du fait bien connu suivant : si f est holomorphe
dans le complément d’une boule de Cn, n  2, alors f s’étend holomorphiquement à Cn
tout entier. Rappelons que M est dite k complète s’il existe une fonction ϕ de classe C2,
ϕ :M →R, “tendant vers l’infini à l’infini”, telle qu’en chaque point z la ∂∂ matrice de ϕ :
Hϕ(z)=
(
∂2ϕ
∂zi∂z¯j
(z)
)
(exprimée dans une carte (z1, . . . , zn) quelconque) ait au moins k valeurs propres
strictement positives.
Nous nous proposons de donner d’autres applications de cet énoncé, en particulier la
suivante :
Théorème 2. Soit f une fonction holomorphe définie au voisinage de 0 dansCn, f (0)= 0,
avec n 3. Soit F une fonction holomorphe définie sur un voisinage du noeud K(f ; ε)=
S(0; ε)∩ f−1(0), où S(0, ε) est la 2n− 1 sphère de rayon ε centrée en 0. Alors F s’étend
holomorphiquement à un voisinage de 0.
Via ce théorème nous revisiterons le théorème de Frobenius singulier de B. Malgrange
avec une nouvelle preuve de nature essentiellement géométrique en dimension supérieure
à quatre. Nous donnerons d’autres applications utiles en particulier pour l’étude des points
singuliers de feuilletages.
1. Prolongement de fonctions holomorphes définies au voisinage d’un “noeud
algébrique”
Soit f :V → C, une fonction holomorphe définie sur un voisinage V de 0 dans Cn,
f (0) = 0. On fixe une fois pour toutes la métrique standard associée à la norme ‖z‖ =∑
zi z¯i . On sait depuis Milnor [7] que pour ε et η bien choisis on a les propriétés suivantes :
(a) les f−1(t) pour 0< |t|< η sont lisses dans la boule B(0, ε),
(b) les f−t (t) sont tranverses à la sphère S(0, ε) pour 0 < |t|< η,
(c) si f est à singularité isolée, f−1(0)− {0} est lisse et transverse à la sphère S(0, ε).
On note W =W(f ; ε, η) le voisinage de 0 suivant :
W = {z ∈B(0, ε) | |f (z)|< η}.
Les W(f ; ε, η)ηη0 forment une base de voisinages de f−1(0) ∩ B(0, ε), connexes si on
prend η0 assez petit. On note K(f ; ε) le noeud (link en anglais)
K(f ; ε)= S(0, ε)∩ f−1(0).
Lorsque f est à singularité isolée K(f ; ε) est lisse et l’on déduit de la “structure
conique” de f−1(0) qu’il ne l’est pas sinon. La donnée de (f ;B(0, ε), η) sera appelée
donnée de Milnor à l’origine de Cn.
Supposons f submersive à l’origine de Cn, n  3 ; par exemple f = zn. Alors toute
fonction holomorphe définie au voisinage du noeud K(zn; ε) s’étend holomorphiquement
à un voisinage connexe de 0 (polydisque) contenant K(zn; ε) : c’est l’ingrédient de la
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que n  3 est nécessaire : la fonction méromorphe e1/z1 est holomorphe au voisinage du
noeud K(z2; ε)⊂C2 (qui est le cercle de centre 0 de rayon ε dans le plan z2 = 0) mais ne
possède pas de prolongement holomorphe ou méromorphe à un voisinage de 0.
Nous proposons le résultat suivant :
Théorème 2. Soit (f ;B(0, ε), η) une donnée de Milnor à l’origine de Cn, n  3. Si F
est une fonction holomorphe (respectivement méromorphe) définie au voisinage du noeud
K(f, ε), alors F s’étend holomorphiquement (respectivement méromorphiquement) à un
ouvert W(f ; ε, η′) pour η′ convenable.
Démonstration. Elle consiste essentiellement à vérifier que les niveaux lisses
∑
t =
f−1(t) ∩ B(0, ε) sont en fait (n − 1)-complets. Pour commodité et quitte à faire une
homothétie on peut supposer que ε = 1. On considère alors la fonction ϕ :∑t →R définie
au point z ∈∑t par :
ϕ(z)=− log(1 −‖z‖2)=− log(1 − n∑
i=1
zi z¯i
)
.
Comme
∑
t est lisse on peut supposer tout du moins localement que c’est un graphe,
disons zn = h(z1, . . . , zn−1). L’expression de ϕ est alors :
(z1, . . . , zn−1)− log
(
1 −
n−1∑
i=1
zi z¯i − h(z1, . . . , zn−1).h¯(z1 · · ·zn−1)
)
.
Le calcul explicite de la matrice Hϕ(z1, . . . , zn−1)= ( ∂2ϕ∂zi∂z¯j ) montre qu’elle ne dépend
que des dérivées premières ∂h
∂zi
(z) et ∂h¯
∂z¯j
(z). On peut donc supposer pour les calculs que h
est affine, i.e. que le graphe de ϕ est un hyperplan passant par z. Faisant agir un élément
convenable du groupe unitaire SU(n) on peut encore supposer que cet hyperplan est donné
par zn = h = constante. On constate alors sous cette réduction que la matrice ∂2ϕ∂zi .∂z¯j (z)
est du type λ. IdCn−1 avec λ > 0. Ce qui montre que les niveaux
∑
t sont (n − 1)-
complets. Soit maintenant F holomorphe sur un voisinage V du noeud K(f ; ε = 1) ; alors
pour t suffisemment petit, 0 < |t| < η′, V ∩∑t est un “voisinage de l’infini” dans ∑t .
Ce qui nous permet d’étendre holomorphiquement F sur chaque
∑
t , 0 < |t| < η′. On
procède de même dans le cas méromorphe. En fait, et l’on peut pour celà invoquer un
argument de Siu [9], on constate que l’extension, notée toujours F , qui est holomorphe
dans chaque fibre, l’est sur l’ouvert {0 < |f |< η′} =W∗(f ;1, η′) : c’est une conséquence
de l’holomorphie sur V . D’autre part l’extension construite est bornée par supV |F | que
l’on peut évidemment supposer fini ; si bien que, via le théorème d’Hartogs classique on
peut encore étendre F à la fibre spéciale f−1(0) et ainsi obtenir le résultat annoncé. Plus
ou moins même démarche dans le cas méromorphe. ✷
Remarque. On note qu’il n’y a aucune hypothèse sur f ; en particulier f−1(0) peut être
très singulier.
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Rappelons en son énoncé dans sa version codimension un [5].
Théorème 3 (de Frobenius singulier (B. Malgrange)). Soit F un germe de feuilletage
holomorphe de codimension 1 à l’origine de Cn donné par une 1-forme intégrable ω.
On suppose que l’ensemble singulier S(F) = {m | ω(m) = 0} est de codimension au
moins trois. Alors F possède une intégrale première holomorphe non constante f ; plus
préciment ω= g df pour une certaine unité g.
Il y a deux ingrédients dans la preuve de B. Malgrange ; le premier consiste à construire
une intégrale première formelle via l’algorithme de Godbillon-Vey qui suit ; comme cod
S(F) 3, ω à la propriété de division des deux formes : si θ est une 2-forme holomorphe
telle que ω∧θ = 0 alors θ s’écrit ω∧α où α est une certaine 1-forme. Comme ω∧dω = 0,
on peut écrire dω= ω∧ω1 ; puis on constate que ω∧ dω1 = 0 et donc dω1 = ω∧ω2. Par
induction on construit une suite de 1-formes ωi satisfaisant :
dωj = ω0 ∧ωj+1 +
∑
1kj
(
k
j
)
ωk ∧ ωj−k+1.
On considère alors, suivant une idée de Jean Martinet, la 1-forme
Ω = dt +
∑ t i
i!ωi, ω0 = ω
qui par construction satisfait à :
dΩ =Ω ∧ ∂Ω
∂t
.
La 1-forme Ω est donc intégrable et non singulière. Malheureusement Ω est seulement
formelle, ce qui permet quand même d’invoquer le théorème de Frobenius (ordinaire)
formel : Ω = Ĝ dF̂ où F̂ est une certaine submersion formelle et Ĝ une unité. Faisant
t = 0, on obtient ω=G(z,0) dF (z,0) avec des notations évidentes.
Le second ingrédient est un tour de force d’analyse ; raffinant le théorème des voisinages
privilégiés de Douady, B. Malgrange démontre que l’on peut choisir les ωi (qui sont pour
chaque i déterminés à un multiple de ω près) de sorte que Ω et donc f = F(z,0) converge
et satisfait le théorème. In fine la preuve repose donc sur une astuce d’algèbre commutative
produisant la réponse formelle suivie d’une difficile démarche d’analyse.
D’autres démonstrations ont par la suite été produites, toutes utilisant l’algorithme de
Godbillon-Vey. Mattei et Moussu étudient les propriétés holonomiques des feuilletages
à intégrales premières formelles dans des sections planes générales. Ils constatent que
certains groupes de difféomorphismes (groupes d’holonomie et groupes d’invariance) sont
finis en présence d’intégrales formelles. La linéarisation de ces groupes permet de retrouver
une intégrale convergente. La démarche reste difficile, d’essence différente à celle de
Malgrange ; elle a le grand mérite d’avoir posé les concepts et les outils essentiels à l’étude
des singularits´ de feuilletages holomorphes. On trouvera une autre démonstration dans
[2] où la méthode repose sur un argument de moyennisation d’une certaine action de S1 ;
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technique (essentiellement parce que l’on prouve moins).
3. Une autre démonstration en dimension  4 lorsque F est à singularité isolée
Comme l’indique l’intitulé cette preuve n’est efficace qu’en dimension  4 ; elle
s’appuie en effet sur l’argument topologique suivant : si f est à singularité isolée à l’origine
de Cn, n  4, alors le noeud K(f, ε) est simplement connexe [4,7]. Une partie de la
démonstration repose encore sur l’algorithme de Godbillon-Vey qui pour l’instant semble
incontournable. Soit donc F un germe de feuilletage défini par la 1-forme holomorphe
ω à singularité isolée à l’origine de Cn, ω ∧ dω = 0, n  4. Comme on l’a vu dans le 2
une conséquence de Godbillon-Vey est l’existence de séries formelles gˆ et fˆ telles que
ω = gˆ dfˆ ; en particulier l’hypersurface formelle (fˆ = 0) est invariante par F . Il n’est
pas difficile de constater qu’en fait cette surface est convergente [3,6] : essentiellement
on démontre via la réduction des singularités en dimension 2 (cas facile) et le théorème
de Briot-Bouquet que l’intersection de (fˆ = 0) avec toute section plane générale défini
une courbe holomorphe. Par suite (fˆ = 0) contient suffisamment de courbes holomorphe
pour en assurer sa convergence. Notons maintenant (f = 0) une équation holomorphe
de (fˆ = 0) ; comme fˆ est à singularité isolée (puisque ω l’est) il en est de même pour f .
Considérons ε > 0 suffisamment petit et m un point de K(f, ε). Puisque en m le feuilletage
F est non singulier et possède l’hypersurface (f = 0),m invariante, il existe une intégrale
première holomorphe submersive locale x de F , s’annulant en m et donc sur (f = 0),m
on peut effectuer le prolongement analytique de x le long de tout chemin contenu dans
K(f, ε). Comme nous l’avons déjà dit pour n  4, K(f, ε) est simplement connexe ; par
suite le prolongement analytique de x définit une intégrale première holomorphe uniforme
de F au voisinage du noeud K(f, ε). Notre théorème 2 permet d’étendre F à un voisinage
de 0.
Remarque. Il n’y pas d’espoir raisonnable d’implanter cette preuve en dimension trois. En
effet pour n= 3, K(f, ε) est simplement connexe si et seulement si (f = 0) est lisse [4,8].
De même π1(K(f, ε),∗) est fini si et seulement si (f = 0) est une singularité quotient cf
[4,8]. Toutefois il n’est pas impossible que la simple connexité de la fibre générique f−1(t)
soit utile et que le point de vue adopté ci-dessus ne soit pas encore le plus pertinent.
4. Cohomologie relative
Ici encore nous nous référons à un résultat de Malgrange dont nous donnons une
interprétation topologique toujours en dimension  4.
Théorème 4. Soit f :Cn,0 →C,0 un germe de fonction holomorphe à singularité isolée.
Si ω est une q-forme holomorphe 1  q  n − 2, il y a équivalence entre les deux
propriétés :
(1) ω est fermée modulo f , i.e. dω ∧ df = 0,
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q − 1 formes holomorphes.
La condition 1  q  n− 2 fait que l’énoncé n’est consistant qu’en dimension n  3.
Donnons en une preuve pour n 4, preuve calquée sur celle de Frobenius ; nous utilisons
les mêmes notations. Si m est un point de K(f, ε) on peut trouver des q − 1 formes αloc
et βloc définies en m et satisfaisant à (2) i.e. ω = αloc ∧ df + dβloc ; ceci résulte du fait
que f est submersive en m. La condition (1) permet de faire le prolongement analytique
de ces αloc et βloc le long de tout chemin contenu dans K(f, ε). Par simple connexité de
K(f, ε) on définit ainsi des q − 1 formes α et β au voisinage de K(f, ε) qui s’étendent à
un voisinage de 0, via le théorème 2.
5. Extension d’intégrales premières, facteurs intégrants et autres structures
transversalement affines
Mattei et Moussu démontrent dans [6] que si un feuilletage F de codimension 1 à
l’origine de Cn possède une intégrale première dans une section hyperplane générale alors
il possède une intégrale première. Donnons en une généralisation. On se place dans la
situation suivante ; on dispose à l’origine de Cn, n  3, d’un feuilletage holomorphe F
défini par une 1-formeω, et d’une hypersurface (f = 0) à singularité isolée. On supposeF
suffisamment transverse à (f = 0)lisse ; ceci signifie que ω ∧ df s’annule sur un ensemble
de codimension 2 dans (f = 0)lisse :
cod
{
(ω ∧ df = 0)∩ (f = 0)} 2.
Sous ces hypothèses on a le :
Théorème 5. Si F |(f=0) a une intégrale première holomorphe g définie sur (f = 0)lisse,
alors F possède une intégrale première holomorphe G telle que G|(f=0)lisse = g.
Preuve. Soit m ∈ (f = 0)lisse ; alors g possède une unique extension locale Gloc
holomorphe en m et intégrale première de F . Par unicité les Gloc se recollent en G
holomorphe, définie au moins sur un voisinage d’un certain K(f, ε) et que l’on peut donc
étendre en vertu du théorème 2. ✷
Remarque. En utilisant des techniques de sections hyperplanes on prouve le même énoncé
dès que le lieu singulier de f = 0 est de codimension 3. On note aussi que notre énoncé
implique celui de Mattei et Moussu.
Utilisant ces mêmes techniques on obtient des résultats de prolongements que nous
citons sans preuve ; les notations et les hypothèses sont les mêmes que ci-dessus :
(1) si F a une intégrale première méromorphe g en restriction à (f = 0)lisse celle ci
s’étend en une intégrale première méromorphe G en 0 ;
(2) si ω a un facteur intégrant holomorphe ou méromorphe g en restriction à (f = 0)lisse
i.e. ω
g
est fermée en restriction à (f = 0)lisse alors ω possède un facteur intégrant G global,
i.e. ω
G
est fermée et G|(f=0)lisse = g ;
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existe une 1-forme méromorphe fermée θ ′ sur (f = 0)lisse telle dω|f=0 = θ ′ ∧ ω|f=0 en
restriction à (f = 0)lisse alors il existe θ , 1 forme méromorphe fermée telle que dω= θ∧ω.
6. Commentaires
C’est en fait le dernier point (3) qui est à l’origine de ce travail. Dans l’étude des points
singuliers des feuilletages de codimension 1 sur CP(3) on est parfois amené à étudier
des singularités relativement dégénérées. Par exemple nous avons eu à traiter le cas d’un
feuilletageF de degré 3 sur CP(3) défini dans une carte affine raisonnableC3 ⊂CP(3) par
la 1-formeω= dC+ω3+ω4 où ω3 et ω4 sont des 1-formes homogènes de degré respectifs
3 et 4 et C est un polynôme générique de degré 3. La forme ω est intégrable et comme F
est de degré 3, la forme ω4 est dicritique, ie annule le champ d’Euler R =∑3i=1 xi ∂∂xi ;
ainsi on a ω(R)= 3C +ω3(R).
Sur le cône cubique C = 0, la restriction F |C=0 que l’on suppose générale (i.e. la
restriction de ω3 + ω4 est à singularité isolée sur C = 0), est transverse en dehors de
ω3(R)= 0 à la fibration en droites donnée par R. Comme F est non dicritique en 0, en fait
F a une intégrale première holomorphe locale, on peut via des arguments holonomique
construire une forme θ ′ sur C = 0 comme dans le point 3. Cette forme s’étend à la
singularité et en fait s’étend méromorphiquement à CP(3), montrant ainsi que F a
une structure tranversalement affine en dehors d’une hypersurface invariante, ce qui, dit
autrement, produit une intégrale première de type Liouville pour F .
Dans nos applications au théorème de Frobenius et aux calculs de cohomologie relative
on tombe sur les problèmes inhérents à la dimension 3 ; on sait que la plus part des résultats
classiques en topologie des singularités se heurtent dans cette dimension à des difficultés
majeures. Il en est ainsi pour le problème fameux : “µ constant implique type topologique
constant” résolu par Lê Du˜ng Tráng et Ramanujan en dimension  4 (cf [4]).
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